
Ìèíèñòåðñòâî íà îáðàçîâàíèåòî è íàóêàòà

Ñúþç íà ìàòåìàòèöèòå â Áúëãàðèÿ

71. Íàöèîíàëíà Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêà

8 êëàñ: óñëîâèÿ, êðàòêè ðåøåíèÿ è êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå

Çàäà÷à 1. Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC (AC > BC) ñ îïèñàíà îêðúæíîñò k.
Úãëîïîëîâÿùàòà íà ∠ACB ïðåñè÷à ñòðàíàòà AB â òî÷êà P è îêðúæíîñòòà
k â òî÷êà R 6= C. Îïèñàíàòà îêîëî òðèúãúëíèêà APR îêðúæíîñò ïðåñè÷à
ñòðàíàòà AC âúâ âúòðåøíà òî÷êà O. Ïðàâèòå BO è RO ïðåñè÷àò k çà âòîðè
ïúò ñúîòâåòíî â òî÷êèòå L è M . Äà ñå äîêàæå, ÷å:
à) OL = LM ;
á) äèàãîíàëèòå íà ÷åòèðèúãúëíèêà LORA ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè.

Ðåøåíèå. à) Îò oêðúæíîñòòà k ïîëó÷àâàìå ∠AMR = ∠ACR = ∠BCR =
∠BMR, à çàåäíî ñ îïèñàíàòà íà APR ñëåäâà ∠MAC = ∠MRC = ∠ORP =
∠PAO = ∠BAC. Ñëåäîâàòåëíî O å ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà úãëîïîëîâÿùèòå â
òðèúãúëíèêà ABM � â ÷àñòíîñò, BL å úãëîïîëîâÿùà íà ∠ABM è AL = LM .
Îòòóê ∠LMO = ∠LMA+∠OMA = ∠ABM+∠AMB

2
= 90◦− ∠MAB

2
= ∠90◦− ∠MLO

2

è ñëåäîâàòåëíî OL = LM .
á) Îò AL = LM (êîåòî ïîêàçàõìå â à)) è OL = LM ñëåäâà AL = OL; îñâåí

òîâà LR å úãëîïîëîâÿùà íà ∠ALB (ïîðàäè AR = RB â k), ñëåäîâàòåëíî LR
å ñèìåòðàëà íà AO è èñêàíîòî ñëåäâà.
(Ìîæåì âúîáùå äà íå èçïîëçâàìå òî÷êàòà M è ðåçóëòàòà îò à), àêî âèäèì,

÷å ∠AOR = ∠APR = ∠BAC + ∠ACB
2

= ∠BAC +∠BAR = ∠OAR, ÷å ∠LAO =
∠CBO, ∠LOA = ∠COB è ÷å 4BCR ∼= 4OCR ïî îáùà ñòðàíà è äâà úãúëà.)

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 5 ò. çà à), îò êîèòî ïî 1 ò. çà ∠MAC = ∠BAC, ∠AMR =
∠BMR è ∠ABL = ∠MBL è 2 ò. çà äîâúðøâàíå; 2 ò. çà á).

Çàäà÷à 2. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà n ≤ 113, çà êîèòî ÷èñëîòî
n37 − 1141 + 3 ñå äåëè íà 113.

Ðåøåíèå. Âñè÷êè ñðàâíåíèÿ ñà ïî ìîäóë 113. Ïðåñìÿòàìå 112 ≡ 8 ≡ 23,
1141 ≡ 11 · 260 ≡ 11 · 24 · (27)8 ≡ 63 · 158 ≡ 63 · 2254 ≡ 63 · (−1)4 ≡ 63. Çíà÷è
íåïðåìåííî n37 ≡ 60, îòêúäåòî n111 ≡ 603 ≡ 57 (n íå ñå äåëè íà 113, ïîíåæå
57 íå ñå äåëè) è çíà÷è n112 ≡ 57n. Ìàëêàòà òåîðåìà íà Ôåðìà (÷èñëîòî 113 å
ïðîñòî, ïîíåæå íå ñå äåëè íà íèêîå ïðîñòî ÷èñëî, íåíàäìèíàâàùî b

√
113c =

10) ñåãà âîäè äî 57n ≡ 1 ≡ 114, îòêúäåòî n ≡ 2. Ñ äðóãè äóìè, äî ìîìåíòà ñìå
äîêàçàëè, ÷å íÿìà âúçìîæíè n îñâåí åâåíòóàëíî n = 2 è îñòàâà äà ïðîâåðèì,
÷å n = 2 íàèñòèíà èçïúëíÿâà äàäåíîòî, ò.å. ÷å 237 ≡ 60. Çà òàçè öåë ïðåñìÿòàìå
237 ≡ (27)5 · 22 ≡ 155 · 4 ≡ 2252 · 60 ≡ (−1)2 · 60 ≡ 60.



Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 0 ò. çà ïðåñìÿòàíèÿ íà 37-ìè ñòåïåíè áåç ñúùåñòâåíè
èçâîäè; 1 ò. çà ïðåñìÿòàíå íà 1141 (mod 113); 1 ò. çà ïðîâåðêà, ÷å n = 2 å
ðåøåíèå; 2 ò. çà ïîâäèãàíå íà äàäåíîòî íà òðåòà ñòåïåí; 1 ò. çà èçïîëçâàíå íà
n112 ≡ 1 (mod 113); 2 ò. çà îáîñíîâêà çàùî íÿìà äðóãè ðåøåíèÿ íà 57n ≡ 1.

Çàäà÷à 3. Â ïðàâîúãúëíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà èìà ëåòèùå âúâ âñÿêà òî÷êà
(x; y), çà êîÿòî x, y ñà öåëè ÷èñëà ñ àáñîëþòíà ñòîéíîñò, íåíàäõâúðëÿùà 22.
Äðóãè ëåòèùà íÿìà. Îòíà÷àëî âúâ âñÿêî ëåòèùå èìà ïî åäèí ñàìîëåò. Âñåêè
äåí âñåêè ñàìîëåò èçâúðøâà ïðàâîëèíååí ïîëåò ñ äúëæèíà

√
2, êàöàéêè ïàê

â ëåòèùå. Ñëåä 33 äíè ñàìîëåòè èìàëî â òî÷íî L îò ëåòèùàòà. Îïðåäåëåòå
íàé-ìàëêàòà è íàé-ãîëÿìàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà L.

Ðåøåíèå. Ùå êàçâàìå, ÷å ëåòèùå ñ êîîðäèíàòè (x; y) å îò òèï ××, àêo x è
y ñà ÷åòíè; îò òèï ÍÍ, àêo ñà íå÷åòíè; îò òèï ×Í, àêo x å ÷åòíî, à y � íå; îò
òèï Í×, àêo y å ÷åòíî, à x � íå. Ïîëåòèòå ñà îò ×× êúì ÍÍ; îò ÍÍ êúì ××;
îò ×Í êúì Í×; îò Í× êúì ×Í. Òàêà âèíàãè ùå èìà ñàìîëåòè â ïîíå åäíî
ëåòèùå îò âñåêè îò ÷åòèðèòå òèïà. Ìîæå ñàìîëåòè äà èìà ñàìî â ëåòèùàòà
(0; 0), (0; 1), (1; 0) è (1; 1); çà öåëòà òðÿáâà ïîëåòèòå äà ñà â ïîñîêà êúì òÿõ è
êîãàòî ãè äîñòèãíàò (êîåòî ùå ñòàíå ñ íàé-ìíîãî 22 ïîëåòà), äà ëåòÿò èç òÿõ.
Ïî òîçè íà÷èí íàé-ìàëêàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà L å 4.
Âñåêè ïîëåò ïðîìåíÿ ÷åòíîñòòà íà x, òàêà ÷å ñëåä 33 ïîëåòà â 23.45-òå ëåòèùà

ñ ÷åòåí x ñà ñàìî 22.45-òå ñàìîëåòà, ÷èéòî x îòíà÷àëî å áèë íå÷åòåí, ò.å. ïîíå
45 ëåòèùà ñà íåçàåòè. Îñòàâà äà ñå óâåðèì, ÷å íåçàåòèòå ìîãàò äà ñà òî÷íî
òîëêîâà. Äà ðàçãëåäàìå ëåòèùàòà (x; y), çà êîèòî 2n − 1 ≤ max(x; y) ≤ 2n è
min(|x|; |y|) < 2n, n = 1, 2, . . . , 11; åäíà âúçìîæíà ñõåìà çà ïîëåòè (x; y) →
(x′; y′) å:
- àêî x = 2n (è |y| < 2n), òî x′ = 2n− 1 è y′ = y + 1;
- àêî x = 2n− 1 è y < 2n− 1, òî x′ = 2n è y′ = y + 1;
- àêî y = 2n (è |x| < 2n), òî y′ = 2n− 1 è x′ = x− 1;
- àêî y = 2n− 1 è x > 1− 2n, òî y′ = 2n è x′ = x− 1;
- àêî x = −2n (è |y| < 2n), òî x′ = 1− 2n è y′ = y − 1;
- àêî x = 1− 2n è y > 1− 2n, òî x′ = −2n è y′ = y − 1;
- àêî y = −2n (è |x| < 2n), òî y′ = 1− 2n è x′ = x+ 1;
- àêî y = 1− 2n è x < 2n− 1, òî y′ = −2n è x′ = x+ 1.

Òîâà ãàðàíòèðà ïîñòîÿííà çàïúëíåíîñò íà âñè÷êè ëåòèùà îñâåí íà 45-òå ñ êî-
îðäèíàòè (2n;±2n) è (−2n;±2n), n = 0, 1, 2, . . . , 11. Ñëåäîâàòåëíî íàé-ãîëÿìàòà
âúçìîæíà ñòîéíîñò íà L å 452 − 45 = 1980.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å L ≥ 4; 1 ò. çà ìåòîä çà ïîëó÷àâàíå
íà L = 4; 1 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å L ≤ 1980; 3 ò. çà ìåòîä çà L = 1980.

Çàäà÷èòå ñà ïðåäëîæåíè îò: Çàä. 1, 2 � Ìèðîñëàâ Ìàðèíîâ, çàä. 3 �
Èâàéëî Êîðòåçîâ.
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